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▷ 1. Íàáîðùèê ðàññûïàë íåêîòîðîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñåäüìóþ ñòåïåíü
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Åãî öèôðû: 0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 6. Âîññòàíîâèòü ïî
ýòèì öèôðàì ÷èñëî.

Ðåøåíèå: Ñåäüìàÿ ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
1010 < x7 < 1011

10 7
√
10 < x < 10 7

√
1000

26 < 10 7
√
1000 < 27

N = 27
274 = 531441
273 = 19683
Ïðîâîäèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ è ïîëó÷àåì â èòîãå:
277 = 10460353203
Äëÿ N=36
364 = 1679616
363 = 46656
367 = 1679616 · 46656 = . . . 096
Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íå ïðîèçâîäèì, òàê êàê âòîðàÿ öèôðà ñ êîíöà áóäåò

9-êà.
Îòâåò: 277 = 10460353203

▷ 2. Èñïîëüçóÿ âñå öèôðû îò 1 äî 9, ñîñòàâèòü òðè òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà ñ
íàèáîëüøèì âîçìîæíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ðåøåíèå: 941 ∗ 852 ∗ 763
Îòâåò: 683519816

▷ 3. Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ðàçäåëèëè ïëîñêîñòüþ íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òî â
ñå÷åíèè ïîëó÷èëñÿ åäèíè÷íûé êâàäðàò. Íàéäèòå îáú¼ì øàðà, âïèñàííûé â ýòîò
òåòðàýäð è îòíîøåíèå îáú¼ìîâ ïîëó÷åííûõ òåë.

Ðåøåíèå: Ïóñòü ABCD - ïðàâèëüíûé òåòðàýäð (ñì. ðèñóíîê íèæå). Ïðîâåäåì
â ABC è ABD ñðåäíèå ëèíèè KL è MN. Îáå îíè ïàðàëëåëüíûå ðåáðó AB, à
çíà÷èò äðóã äðóãó, ò. å. ïàðàëëåëüíû è ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïåðå-
ñåêàåò òåòðàýäð ïî ÷åòûðåõóãîëüíèêó NKLM. Ïîêàæåì, ÷òî îí è åñòü èñêîìûé
êâàäðàò.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî âñå ÷åòûðå åãî ñòîðîíû ñðåäíèå ëèíèè ðàâíûõ ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ - ãðàíåé òåòðàýäðà. Ïîýòîìó îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé,
ò. å. KLMN - ðîìá. Ñòîðîíû åãî ïàðàëåëëüíû ðåáðàì AB è CD òåòðàýäðà. Ïî-
ýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AB è
CD ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ñåðåäèíó ðåáðà AB ÷åðåç E è çàìå-
òèì, ÷òî ïðÿìàÿ AB ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè CDE, ò. ê. ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
ëåæàùèì â íåé ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì CE è DE. Ïîòîìó îíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ è ëåæàùåé â ïëîñêîñòè CDE ïðÿìîé CD.

V1 : V2 = 1 : 1

HK = 1 => AD = 2 = a
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√
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√
3
= a

√
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√
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Îòâåò: π∗
√
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▷ 4. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñëó÷àéíî áðîñèëè òî÷êó O. Ïóñòü
a, b, c - äëèíû îòðåçêîâ, ðàâíûå ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè O äî ñòîðîí ýòîãî óãëà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç îòðåçêîâ a,b,c ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíèå:

Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé íà AC èç ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëü-
íèêàMBN (M ,N ,P ñåðåäèíû AB , BC, AC - ñîîòâåòñâåííî), áóäåò áîëüøå H

2 ,

à îïóùåííûé èç òî÷êè, ëåæàùåé íà MN , ðàâåí H
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè

òî÷êè íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ïî îòíîøåíèþ
ê òî÷êàì, ëåæàùèì âíóòðè òðåóãîëüíèêîâ MAP è PCN , à òàêæå ê ëåæàùèì
íà MP è NP .
Íàîáîðîò, ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé òî÷êå O, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà
MNP , èìååì (ïðåäïîëîæèâ, ÷òî OB1 íàèáîëüøèé èç ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ÷òî
íå óìåíüøàåò îáùíîñòè)

OA1 +OB1 = H −OB1

è òàê êàê OB1 <
H
2 , òî

OA1 +OC1 > H − H

2
=
H

2
,

OA1 +OC1 > OB1

P =
SMNP

SABC
=

1

4

Îòâåò: 0,25.

▷ 5. Â êðóã ðàäèóñà 2023 âïèñàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Ïîëüçóÿñü
òîëüêî ëèíåéêîé, ïîñòðîèòü îòðåçîê äëèíîþ 1.

Ðåøåíèå: Äàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF
1. Ïðîâîäèì AD
2. Ïðîâîäèì CF
3. Ïðîâîäèì AL. Îòðåçîê O1 = 1

2R
4. Ïðîâîäèì B1. Îòðåçîê O2 = 1

3R, ýòî ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ òðåãóîëüíèêîâ B1C
è 21O

O2
R = O1

C1 = 1
3

5. Ïðîâîäèì BO.
6. Ïðîâîäèì C2. Îòðåçîê O3 = 1

4R.

7. Ïðîâîäèì D3. Îòðåçîê O4 = 1
5R.

8. Ïðîâîäèì E4. Îòðåçîê O5 = 1
6R è ò.ä.

Äîêàçàòåëüñòâî âåçäå îñíîâûâàåòñÿ íà ïîäîáèè òðåóãîëüíèêîâ.
Îòâåò:

▷ 6. Åñëè A, B, C - óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òî êàêîå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå

tg2023A+ tg2023B + tg2023 C

tgA+ tgB + tgC

Ðåøåíèå: Èçâåñòíî, ÷òî tg(A+B) = tgA+tgB
1−tgA·tgB

tgA+ tgB − tg(A+B) = − tg(A+B) tgA · tgB

Åñëè A+B + C = 180, òî tg(A+B) = − tgC

tgA+tgB+tgC = tgA·tgB·tgC ≤ 3 3
√
tgA · tgB · tgC, òîãäà tgA·tgB·tgC ≤ 3

3
2

tgnA+ tgnB + tgn C ≤ 3 3
√
tgnA · tgnB · tgn C

tgnA+ tgnB + tgn C

tgA+ tgB + tgC
≤ 3(tgA+ tgB + tgC)

n
3 −1 = 3(3

3
2 )

n
3 −1 = 31011

Îòâåò: 31011.



▷ 7. Òî÷êàìè E, F è D êàæäàÿ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàçäåëåíà
â îòíîøåíèè m : n. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî
ïðÿìûìè AE, BF è CD ê ïëîùàäè äàííîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî óñëîâèþ

AD

DB
=
BE

EC
=
CF

FA
=
m

n
= k

Îáîçíà÷èì èñêîìóþ ïëîùàäü ÷åðåç x, à ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèòûâàåòñÿ ïðÿìûìè AE, BF, CD äàííûé òðå-
óãîëüíèê, ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç p1, p2, p3 è q1, q2, q3.

Èç ðàâíîâåëèêîñòè òðåóãîëüíèêîâ BAE è CBD ñëåäóåò, ÷òî

p2 + q3 = p2 + q1 [2]

Òî÷íî òàê æå èç ðàâíîâåëèêîñòè òðåóãîëüíèêîâ BAE è ACD:

P2 + q2 = p1 + q3v [3]

Íà îñíîâàíè ýå òåîðåìû î òðåóãîëüíèêàõ, êîòîðûå èìåþò îáùóþ âåðøèíó,
íàéäåì ÷òî

SAC1D

SDC1B
=
m

n
= k

Îòñþäà:

SAC1D = k(x+ q3) [4]

Íà òîì æå îñíîâàíèè:

SAC1F =
1

k
p2 [5]

SAC1D = q2 + p2 − SAC1F = p3 + q2 −
1

k
p2 [6]

Èç [4] è [6] ïîëó÷àåì:

k(x+ q3) = p3 + q2 −
1

k
p2 [7]

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàéäåì:

k(x+ q1) = p1 + q2 −
1

k
p3 [8]

Èñêëþ÷èì x èç [7] è [8] ïóòåâ âû÷èòàíèÿ è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

k(q2 − q1) = p3 + q2 −
1

k
p2 − p1 − q3 +

1

k
p3 [9]

èëè

k2q3 − k2q1 = kp3 + k(q2 − p1) + (p3 − p2)− kq3

Íî èç (2) è (3) èìååì:

q2 − p1 = q3 − p2p3 − p2 = q1 − q3

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì:

k2q3 − k2q1 = k(p3 + q3 − p2) + q1 − q3 − kq2

Íàêîíåö, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå [2].

k2q3 − k2q3 = kq1 + q1 − q3 − kq2

èëè

k2q3 + kq3 + q3 = k2q1 + kq1 + q1

Íî îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò:

q3 = q1

À òîãäà èç [2]:

p3 = p2

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàéäåì, ÷òî

q2 = q3

à òîãäà èç [3], ÷òî

p1 = p2

À òîãäà èç [3], ÷òî



p1 = p2

è, ñëåäîâàòåëüíî, â èòîãå èìååì:

p1 = p2 = p3 = pq1 = q2 = q3 = q

Âûðàçèì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S òðåóãîëüíèêà ABC ÷åðåç p è q è ÷åðåç
ïëîùàäü x èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà. Áóäåì èìåòü:

x+ 3p+ 3q = S

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîîòíîøåíèÿ

SADC

SDBC
=
AD

AB
= k

SADC

SDBC
=
AD

DB
= k

p è q:

2p+ q = k(x+ p+ 2q)

p+ q − p

k
= k(x+ q)

èëè

(2− k)p+ (1− 2k)q = kx

(k − 1)p+ (k − k2)q = k2x

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì:

p =
k3x

(k − 1)2(k + 1)
q =

(k + k2 − k2)x

(k − 1)2(k + 1)

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â [8]:

x =
(k − 1)2

k2 + k + 1
=

(m− n)3

m3 − n3

Îòâåò:
(m−n)3

m3−n3

▷ 8. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû, êîòîðàÿ â ðàçëîæåíèè
äðîáè âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.

Ðåøåíèå: Ïóñòü m - ïðîèçâîëüíîå çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàçîáü¼ì
äàííóþ áåñêîíå÷íóþ äðîáü, ïî m öèôð â êàæäîì. Òàêèõ îòðåçêîâ áóäåò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ñèñòåì èç m öèôð ðàâíî ÷èñë óïî-
ðÿäî÷åííûõ m-âûáîðîê èç (10)-ìíîæåñòâà, Am

(10) = 10m, ò.å. êîíå÷íîå ÷èñëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ñèñòåì äîëæíà ïîâòîðÿòüñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç.

▷ 9. Íàéòè øåñòèçíà÷íûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî: xyznut = (xyz + nut)2.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì:

xyz =M è nut = N.

Ïî óñëîâèþ:
1000M +N = (M +N)2

Îòñþäà:

999M = (M +N)2 − (M +N) = (M +N)(M +N + 1). (1)

Òàê êàê M +N è M +N − 1 äâà ñîñåäíèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, òî îíè âçàèìíî
ïðîñòûå. ×èñëî 999 = 27 · 37. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

M +N = 999. (2)

(Òî÷íåå, M +N = 999k, íî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî k ìîæåò áûòü ðàíî òîëüêî 1).
Òîãäà

M +N − 1 = 998.

è èç (1)

M =
999 · 998

999
= 998.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2)
N = 1.

è èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî
998001 = (998 + 001)2.

M +N = 27m; M +N − 1 = 37n;

M = mn.

Îòñþäà:
27m = 37n+ 1.

Ðåøèâ ýòî íåîïðåäåë¼ííîå óðàâíåíèå â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ, íàéä¼ì:

m = 11 + 37t; n = 8 + 27t.



Íî
M = mn = (11 + 37t)(8 + 27t) < 1000.

Ñëåäîâàòåëüíî, t = 0 (òàê êàê óæå ïðè t = 1 èìååì 48 · 35 > 1000). Çíà÷èò:

M = 11 · 8 = 88.

Ýòî çíà÷åíèå M íå ãîäèòñÿ, òàê êàê M ïî óñëîâèþ ÷èñëî òð¼õçíà÷íîå.

M +N = 37m; M +N − 1 = 27n;

M = mn.

Îòñþäà:
37m = 27n+ 1.

Ýòî óðàâíåíèå äà¼ò
m = 19 + 27t; n = 26 + 37t,

è òàê êàê (àíàëîãè÷íî ïðåäûäùåìó) t = 0, òî èìååì:

m = 19; n = 26.

M = mn = 19 · 26 = 494;

M +N = 37 ·m = 37 · 19 = 703;

N = 703− 494 = 209.

Èñêîìîå ÷èñëî:
494209 = (494 + 209)2.

Ïðåäïîëîæåíèå M +N − 1 = 999k íå ãîäèòñÿ, òàê êàê óæå ïðè k = 1 ïîëó÷èì
M+N = 1000 è èç (1)M = 1000 - ÷åòûð¼õçíà÷íîå (õîòÿ âòîðîå óñëîâèå çàäà÷è
èìååò ìåñòî).
Èòàê, èìååì äâà ÷èñëà

998001 è 494209.

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è.

▷ 10. Ïóñòü êîîðäèíàòû âåêòîðà
−→
l (x, y, z, w) óäîâëåòâîðÿþò òð¼ì óñëîâè-

ÿì. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü |
−→
l |=√

x2 + y2 + z2 + w2. 
x2 + y2 + 4x = 6y + 12

z2 + w2 + 8z = 2w + 19

xw + zy + 2w + 4y ⩾ 44 + x+ 3z

Ðåøåíèå: Ïðåáðàçóåì ñèñòåìó
(x+ 2)2 + (y − 3)2 = 25

(z + 4)2 + (w − 1)2

(w − 1)(x+ 2) + (z + 4)(y − 3) ⩾ 30

30 cosϕ sinψ + 30 sinϕ cosψ ⩾ 30
x+ 2 = 5 cosϕ

y − 3 = 5 sinϕ

z + 4 = 6 cosψ

w − 1 = 6 sinψ{
0 ⩽ ϕ ⩽ 360◦

0 ⩽ ψ ⩽ 360◦

sin(ϕ+ ψ) ⩾ 1

ϕ+ ψ = 90◦ + 360◦n, n ∈ Z

|
−→
l |2= x2 + y2 + z2 + w2 = 4− 20 cosϕ+ 25 cos2 ϕ+ 9 + 30 sinϕ+

+25 sin2 ϕ+ 16− 48 cosψ + 36 cos2 ψ + 1 + 12 sinψ + 36 sin2 ψ =

= 91− 20 cosϕ+ 30 sinϕ− 48 cosψ + 12 sinψ

cosψ = cos(90◦ − ϕ+ 360◦n) = sinϕ; sinψ = sin(90◦ − ϕ+ 360◦n) = cosϕ

|
−→
l |2= 91− 8 cosϕ− 18 sinϕ = 91−

√
82 − 182{sinα cosϕ+ cosα sinϕ} =

91−
√
388 sin(α+ ϕ)

sinα =
8√
388

=
4√
97

; cosα =
9√
97

|
−→
l |2= 91−

√
388 sin(α+ ϕ) ∈ [91−

√
388; 91 +

√
388]

91−
√
388 ∈ (71; 72) 91 +

√
388 ∈ (110; 111)√

91−
√
388 ∈ (8; 9)

√
91 +

√
388 ∈ (10; 11)

Îòâåò: | l |∈ {9; 10}


